
1.

(1) α < β を満たす実数 α, β に対して、
∫ β

α

(x− α)(x− β) dx = − 1
6
(β − α)3 を示せ。

(2) 放物線 Pを y = −x2 + 2x+ 4で定める。点 (p, q)が直線 y = −2x+ 1の上を動くとき y = (x− p)2 + qで定め

る放物線 Qが Pと共有点をもつような pの値を求めよ。

(3) pが (2)で求めた範囲を動くとき、Pと Qで囲まれた図形の面積の最大値を求めよ。

（07お茶の水大）

(1)

∫ β

α

(x− α)(x− β) dx =

∫ β

α

(x2 − (α+ β)x+ αβ) dx

=

[
1
3
x3 − α+ β

2
x2 + αβx

]β
α

= 1
3
(β3 − α3)− 1

2
(α+ β)(β2 − α2) + αβ(β − α)

= 1
6
(β − α){(2(β2 + αβ + α2)− 3(α+ β)2 + 6αβ}

= 1
6
(β − α)(−β2 + 2αβ − α2)

= − 1
6
(β − α)3

(2)

点 (p, q)が直線 y = −2x+ 1の上を動くので

q = −2p+ 1

よって放物線 Qは

y = x2 − 2px+ p2 − 2p+ 1

これが放物線 Pと共有点をもつためには

−x2 +2x+4 = x2 − 2px+ p2 − 2p+1が実数解をも

てばよい。

2x2 + (−2p− 2)x+ p2 − 2p− 3 = 0

D
4

= (p+ 1)2 − 2(p2 − 2p− 3) ≧ 0

−p2 + 6p+ 7 ≧ 0

p2 − 6p− 7 ≦ 0

−1 ≦ p ≦ 7

(3)

x

y

O

Pと Qで囲まれた図形の面積を f(p)とする。

Pと Qの共有点の x座標を α, β(α < β)とする。

f(p) =

∫ β

α

(−2x2 + (2p+ 2)x− p2 + 2p+ 3) dx

= − −2
6

(β − α)3

= 1
3
(β − α)3

(2)より α, β は 2x2 + (−2p − 2)x + p2 − 2p − 3 = 0

の解なので

β − α =
√
(p+ 1)2 − 2(p2 − 2p− 3)

=
√
−p2 + 6p+ 7

f(p)が最大になるのは β − αが最大になるときなの

で、g(p) = β − αとすると

g(p) =
√
−p2 + 6p+ 7

=
√
−(p− 3)2 + 16

となるので、−1 ≦ p ≦ 7の範囲で、p = 3のときに

g(p)が最大値 4をとる。

このとき、f(p) = 64
3
である。

以上より、Pと Qで囲まれた図形の面積の最大値は

64
3

(p = 3) である。
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